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Sources

Rappel à moi-même : Note personnelle pour CC2 probabilité (sûrement pour
plus tard aussi). Presque tout vient de Bibmath et Wikipédia. Le reste vient
soit du cours du prof ou de cours de d’autres universités.

1 Inégalité

1.1 Inégalité de Markov

Soit Z une V.A, alors pour tout réel a strictement positif :

P(Z ≥ a) ≤ E(Z)
a

Cette inégalité et utilisée pour trouver la borne sup d’une probabilité de
plus, elle sert à démontrer d’autres resultats. Elle peut être généralisée avec
l’inégalité de Tchebychev.

1.2 Inégalité de Tchebychev

Soit X une V.A, Pour tout réel a strictement positif :

P(|X| ≥ a) ≤ E(|X|p)
ap
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C’est une version plus génerale que celle de Markov. En prenant X =
Y − E(Y ) et p = 2 on obtient l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

1.3 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une V.A, E(X) son espérance et σ son écart-type. Pour tout réel
strictement positif a on a :

P(|X − E(X)| ≥ a) ≤ σ2

a2

⇐⇒ P(|X − E(X)| ≥ a) ≤ V ar(X)

a2

Intuition : La probabilité que X, s’eloigne de plus que a de son espérance
est majorée par le terme de droite.

1.4 Inégalité de Jensen

Soit f une fonction convexe sur un intervalle réel I et X une V.A qui prend
ses valeurs dans I, et si E(f(X)) existe, on a alors :

f(E(X)) ≤ E(f(X))

2 Loi des grands nombres

2.1 Loi faible des grands nombres

Soit X1, X2, · · · , Xn des V.A iid de même loi avec m leur espérance commune
on note

Sn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n
On a :

lim
n→+∞

P(|Sn −m| ≥ ε) = 0

Intuition : Quand n est assez grand la moyenne empirique Sn tend vers
l’epérance m.
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2.2 Loi forte des grands nombres

Les lois fortes concernent, elles, des théorèmes dont la conclusion est une con-
vergence presque sûre. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires intégrables
mutuellement indépendantes, idd. Soit m leur espérance commune. On note
:

Sn =
X1 + · · ·+Xn

n

Alors la suite (Sn) tend vers m presque sûrement, c’est-à-dire que
l’ensemble des ω tels que la suite (Sn(ω)) converge vers m est de

probabilité 1.

Remarque : Par rapport à la loi faible énoncée plus haut, on fait une
hypothèse plus forte concernant l’indépendance, mais on obtient aussi une
conclusion plus forte puisque la convergence presque sûre entrâıne la conver-
gence en probabilité cf : 7.

3 Théorème limite central

• X1, X2, · · · , Xn une suite de V.A iid, de même loi D

• On note µ et σ l’espérance et l’écart-type de la loi D avec σ ̸= 0

• On considère la somme Sn = X1 + · · ·+Xn

• Posons Yn = Sn−nµ
σ
√
n
, où nµ est l’espérance de Sn et σ

√
n son écart-type.

De ces conditions on a alors :

La suite (Yn) converge en loi vers une variable aléatoire de loi N (0, 1)
qui est la loi normale centrée réduite. Ainsi pour tout réel x:

P(Yn ≤ x) → 1√
2π

∫ x

−∞
e

−u2

2 du
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Remarques

• La première chose remarquable de ce théoreme est le peu de conditions
sur sur (Xn) et donc sur D (la loi des Xi), En d’autre termes quelle
que soit la loi de probabilité d’un événement aléatoire, si on le répète
infiniment souvent, de façon indépendante, sa moyenne finit par se
comporter comme une loi normale.

• En posant Yn = Sn−nµ
σ
√
n

on a créé une v.a normalisée. En effet avec ce
changement l’espérance et l’écart-type de Yn valent respectivement 0
et 1.

4 Lois Usuelles

4.1 Loi Uniforme

Soit a < b deux réels. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme
sur [a, b], i.e X ↪→ U([a, b]) si elle admet pour densité et caractéristiques :

Densité f(x) =

{ 1

b− a
si x ∈ [a, b]

0 sinon.

Espérance E(X) = a+b
2

Variance V ar(X) = (b−a)2

12

Fonction de répartition F (t) =


0 si t ≤ a
t− a

b− a
si t ∈ [a, b]

1 si t ≥ b

4.2 Loi Exponentielle

X suit une loi exponentielle de paramètre λ > 0 i.e X ↪→ E(λ) alors elle a
pour caractéristiques:

Densité f(x) =

{
λe−λx si x ≥ 0
0 sinon.
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Fonction de répartition F (x) =

{
1− e−λx si x ≥ 0
0 sinon.

Espérance E(X) = 1
λ

Variance V ar(X) = 1
λ2

Minimum de deux v.a Si les variables aléatoiresX, Y sont indépendantes
et suivent deux lois exponentielles de paramètres respectifs λ, µ, alors
Z = min(X, Y ) est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle
de paramètre λ+ µ.

Absence de mémoire ∀s, t ≥ 0 alors PT>t(T > s+ t) = P(T > s)

intuition : imaginons que T représente la durée de vie d’une ampoule
à LED avant qu’elle ne tombe en panne : la probabilité qu’elle dure au
moins s+t heures sachant qu’elle a déjà duré t heures sera la même que
la probabilité de durer s heures à partir de sa mise en fonction initiale.

4.3 Loi de Poisson

Soit λ > 0. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de
paramètre λ, i.e X ↪→ P(λ) si :

Univers X(Ω) = N

Loi pour tout k positif ou nul : P(X = k) = λk

k!
e−λ

Espérance E(X) = λ

Variance V ar(X) = λ

En pratique : La loi de Poisson est la loi des phénomènes rares, de petite
probabilité, exemple : Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’appels
reçus par un standard téléphonique dans un intervalle de temps [0, T ] : la loi
de X est une loi de Poisson.
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4.4 Loi Normale

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale de paramètres m ∈ R
et σ2, avec σ > 0, i.e X ↪→ N (m,σ2) si elle est continue et admet pour
caractéristiques :

Densité f(x) = 1
σ
√
2π

exp
(
− (x−m)2

2σ2

)
Espérance E(X) = m

Variance V ar(X) = σ2

Normalisation Comme vu dans la section 3, X−m
σ

↪→ N (0, 1)

Fonction de répartition Il n’existe pas vraiment de forme pour la fonction
de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi normale, mais
quand X ↪→ N (0, 1) on note souvent Φ sa fonction de répartition, il
faudra ensuite se référer à une table de valeurs (disponible ici : 1).

Somme Si la somme de deux variables aléatoires indépendantes est normale,
alors les deux variables sont de lois normales. (Dans le cours du prof on
parle plutôt de v.a gaussienne, et il donne la généralisation suivante).
Cela peut se généraliser :

N (m1, σ
2
1)+N (m2, σ

2
2)+· · ·+N (mn, σ

2
n) = N (m1+· · ·+mn, σ

2
1+· · ·+σ2

n)

En pratique : La loi normale arrive naturellement quand on regarde la
distribution ”limite” du résultat d’un grand nombre d’expériences identiques
réalisées de manière indépendante. C’est pourquoi la loi normale est la loi des
phénomènes naturels, ce qui est conforté par l’expérience qui montre qu’un
grand nombre de grandeurs physiques suivent une loi normale.

5 Densité conjointe, densité marginale

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires. On dit que (X, Y ) admet une
densité conjointe s’il existe une fonction f : R2 → R+ telle que, pour tous x
et y réels :
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F (x, y) := P (X ≤ x et Y ≤ y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(x, y)dxdy

5.1 Densité conjointe

La fonction f est alors donnée par :

f(x, y) =
∂2F

∂x∂y
(x, y)

Cette égalité étant valable pour presque tout (x, y) ∈ R2. On l’appelle la
densité conjointe de X et Y

5.2 Densité marginale

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires admettant une densité conjointe
f . La densité marginale de X est la densité fX de la variable aléatoire X.
Elle est définie presque partout sur le corps des réels et vérifie, pour x réel :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy

6 Des choses utiles

6.1 Variance et Covariance d’une densité

Soit X une variable aléatoire à densité f . Si X admet une espérance E(X)
et que la v.a (X − E(X)) admet elle même une espérance, alors on appelle
variance de X la valeur de :

V ar(X) =

∫ +∞

−∞
(x− E(X))2f(x)dx
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Pour ce qui est de la formule de la covariance de deux v.a X et Y elle
reste la même qu’en probabilité discrète.

cov(X, Y ) = E [(X − E(X))(Y − E(Y ))]

Pour la covariance on a quelques propriétés sympa :

• cov(X, Y ) = cov(Y,X)

• cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) Remarque : On utilise plus souvent
cette formule pour calculer la covariance que celle-ci : 6.1.

• cov(aX + b, cY + d) = ac · cov(X, Y )

• X et Y indépendantes ⇒ cov(X, Y ) = 0 Remarque : La réciproqe est
fausse.

Utilité : La covariance entre deux variables aléatoires est un nombre
permettant de quantifier leurs écarts conjoints par rapport à leurs espérances
respectives.

6.2 Max et Min d’une suite de V.A

Soient X1, X2, · · ·Xn des v.a iid de même loi, et de fonction de répartion
commune F

Max

Soit Zn = max(X1, X2 · · ·Xn). En notant Fn la fonction de répartition de
Zn alors, pour tout x réel on a :

Fn(x) = F (x)n

Min

Soit Yn = min(X1, X2 · · ·Xn). En notant Gn la fonction de répartition de Yn

alors, pour tout y réel on a :

9



Gn(x) = 1− (1− F (x))n

Remarque : Ces propositions et celle-ci 6.5, peuvent servir pour ne pas
avoir à utiliser le théorème de transfert à chaque fois, pour trouver les lois
(je vois pas trop pourquoi mais c’est dans le cours du prof).

6.3 Approximation de la loi binomiale par la loi de
Poisson

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires qui suivent une loi binomiale
B(n, pn). On suppose que npn → λ > 0. Alors (Xn) converge en loi vers
une variable aléatoire de Poisson de paramètre λ. C’est-a-dire, pour tout
entier naturel k on a :

P(Xn = k) → e−λλk

k!

En pratique : si X est une variable aléatoire suivant la loi binomiale
B(n, p) avec n ≥ 30, p ≤ 0, 1 et np ≤ 15, on peut approximer la loi de X par
la loi de Poisson de paramètre np.

C’est ce théorème qui justifie le fait que la loi de Poisson est utilisée c
omme modèle de certaines expériences aléatoires (nombre de clients entrant
dans un magasin, nombre de coquilles dans une page de journal, ...).

6.4 Processus de Poisson

Un processus de Poisson est un modèle mathématique modélisant des événements
aléatoires qui se reproduisent au cours du temps : naissances, pannes, désintégration
radioactive. Formellement, on a la définition suivante : une famille (Nt)t∈R+

de variables aléatoires à valeurs entières est appelé processus de Poisson de
densité (on dit aussi d’intensité) λ ∈ R∗

+ si elle vérifie les propriétés suivantes:
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• N0 = 0

• Si 0 ≤ s ≤ t, alors Ns ≤ Nt

• Le processus est à accroissements indépendants : pour toute suite
croissante t0 = 0 < t1 < · · · < tk, les v.a Nt1−Nt0 , . . . , Ntk−Ntk−1

sont indépendantes.

• Pour tout s, t des réels positifs ou nuls la v.a Nt+s −Ns Suit une
loi de Poisson de paramètre λt, c’est-à-dire que pour tout entier
n :

P ((Ns+t −Ns) = n) = e−λt (λt)
n

n!

6.5 Produit de convolution & somme de V.A

Motivation : Effectuer le produit de convolution de deux fonctions signifie
réaliser une moyenne de ces deux fonctions. A ce titre, il intervient notam-
ment en électronique dans l’écriture des filtres passe-bande. Il est très utilisé
en mathématiques pour approximer et régulariser des fonctions. Si deux
fonctions sont définie sur R alors, leur produit de convolution est :

f ⋆ g(x) =

∫
R
f(x− t)g(t)dt

En probabilité : Le produit de convolution de deux mesures est très utilisé
en probabilité pour obtenir la loi de la somme de deux variables aléatoires
indépendantes. Si X et Y sont deux v.a idépendantes de loi PX et PY , alors
X + Y suit la loi:

PX+Y = PX ⋆ PY

6.6 Théorème de Fubini

Soit f une fonction continue sur [a, b]× [c, d] et qui prend ses valeurs dans le
corps des complexes C, Alors :
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∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy

7 Définitions

Cette section regroupe des definitions.

iid : Des variables indépendantes et identiquement distribuées sont des
variables aléatoires qui suivent toutes la même loi de probabilité et
sont indépendantes. On dit que ce sont des variables aléatoires iid ou
plus simplement des variables iid.

Loi de probabilité : l’ensemble des valeurs que peut prendre X auxquelles
on associe leur probabilité

Convergence presque sûre : (Xn) converge presque sûrement vers X,
si, pour presque tout ω ∈ Ω : Xn(ω) → X(ω)

Convergence en probabilité : (Xn) converge en probabilité vers X si :
∀ε > 0, limn→+∞ P (|Xn −X| > ε) = 0

Convergence moyenne d’ordre p : (Xn) converge en moyenne d’ordre
p, avec p > 0, vers X si : limn→+∞ E(|Xn −X|p) = 0

Convergence en loi : (Xn) converge en loi vers X si, notant Fn la fonc-
tion de répartition de Xn et F celle de X, en tout réel x où F est
continue, on a : Fn(x) → F (x)

Remarque :

Conv. en moyenne ⇒ Conv. en proba. ⇒ Conv. en loi
⇑

Conv. presque sûre

12



8 Images

8.1 Table des valeurs d’une loi normale

Rappel : On lit dans la table de loi ci-dessous les différentes valeurs que peut
prendre P(X ≤ x) lorsque x est positif. Dans la colonne de gauche on cherche
les chiffres des unités et des dixièmes, et dans la ligne du haut les chiffres des
centièmes

8.2 Graphes

13



Figure 1: Table d’une loi normale centrée et réduite
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Figure 2: Loi exponentielle
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Figure 3: Loi de poisson
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Figure 4: Loi normale
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