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1 Introduction

Le triangle de Pascal fait référence au mathématicien clermontois Blaise Pascal, qui
I’a décrit et utilisé au XVlIle siécle. Méme si ce triangle a déja fait son apparition en
Chine et en Inde aux Xle et XlIle siécles. Il est le premier homme connu a avoir uti-
lisé le raisonnement par récurrence dans ses analyses et démonstrations. Le triangle
de Pascal est un tableau triangulaire qui sert a représenter de maniére optimale et
utilitaire les coefficients binomiaux, c’est-a-dire les nombres définis pour tout entier
naturel n et tout entier naturel k inférieur ou égal a n, donnant le nombre de parties
a k ¢léments d'un ensemble a n éléments. Ces nombres, aussi appelés coefficients du
binéme, sont indispensables dans de nombreux domaines, comme le calcul de proba-
bilités mais aussi en analyse combinatoire, I’étude des configurations de collections
finies d’objets et des combinaisons d’ensembles finis. Dés lors, la représentation du
triangle de Pascal revéte d’une pléthore d’éléments mathématiques non négligeables,
qui méritent une attention particuliére. Ainsi nous pouvons nous demander quels
sont les différents aspects inhérents a la représentation du triangle de Pascal et com-
ment interagissent-ils entre eux ? Pour y répondre nous analyserons la construction
des coefficients binomiaux et les notions d’ensemble des entiers naturels, de fonction
factorielle et du raisonnement par récurrence.

2 Coeflicients Binomiaux

Definition 1 En mathématiques (algébre et dénombrement), les coefficients bino-
miaux, définis pour tout entier naturel n et tout entier naturel k inférieur ou égal a
n, donnent le nombre de sous-ensembles différents a k éléments que I'on peut former
a partir d’'un ensemble contenant n éléments.

2.1 Ensemble des entiers naturels

Definition 2 En mathématiques, un ensemble est une collection de nombres ou
d’objets. Ils sont fondamentaux dans certains raisonnements et méme dans le fon-
dement interne des mathématiques axiomatiques.

2.1.1 Histoire

L’ensemble que nous allons utiliser est sans doute le plus connu de tous, c’est l’en-
semble des entiers naturels noté N. Il contient tous les nombres positifs sans partie
décimale, du type {1,2,3,4,...}. C’est 'ensemble a la base de la numération, celui


https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble

que ’on utilise tous les jours pour compter. Quant a la plus vieille trace de comptage,
elle remonterait a 35 000 ans av. J.-C. quand on a retrouvé un os (voir figure [1f) en
Afrique du Sud taillé de 29 encoches, montrant qu’ils avaient déja un systéme de
numération a la Préhistoire.

FIGURE 1 — Os de Lebombo daté d’environ 35 000 ans

2.1.2 Propriétés

Chaque ensemble est défini avec un certain nombre de propriétés arithmétiques.
Passons en revue celles de N.

— Commutativité : le résultat de I'addition ou de la multiplication ne dépend
pas de l'ordre dans lequel sont données ces opérations. Si a et b sont deux
entiers naturels, alors a+b=b+aetax b=1> X a.

— Associativité : L’addition et la multiplication peuvent étre appliquées a plus
de deux termes sans avoir besoin de préciser les regroupements effectués. Si a,
b et ¢ sont trois entiers naturels, alors (a+b)+c=a+ (b+c) et (a xb) x c=
ax (bxc).

— Distributivité de la multiplication par rapport a 1’addition : Si a,
b et ¢ sont trois entiers naturels, alors (a +b) x ¢ = (a x ¢) + (b X ¢) et
ax (b+c)=(axb)+ (axc).

— Existence de neutres : Pour tout entier naturel a,ona:a+0=0+a=a
etax1l=1xa=a.

2.2 Factorielle

En mathématiques, la factorielle d’'un nombre n, avec n € N, est le produit de tous les
entiers de 1 a n. On la note n!. Par exemple, 5! vaut 120 car : 5! = 1x2x3x4x5 = 120.
A noter aussi que 0! # 0 mais 0! = 1 par convention du produit vide.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Produit_vide

Voici la définition mathématique de la factorielle :

n! = H z':1><2><3><...><(n—1)><n.

1<isn

La fonction factorielle intervient dans de nombreux domaines. Par exemple celui
des polyndémes avec la formule de Taylor mais aussi celui des probabilités et du
dénombrement avec les coefficients binomiaux, elle est méme une base pour définir
la constante d’Euler (e).

Le nombre 40 585 appelé aussi un factorion, est le plus grand nombre égale &
la somme des factorielles de ses chiffres : 40585 = 4! 4 0! + 5! + 8! + 5!. A part
lui il n’y a que 1, 2, et 145 qui ont cette propriété.

FIGURE 2 — Fonction factorielle

2.3 Raisonnement par récurrence

En mathématiques, le raisonnement par récurrence est un type de raisonnement qui
consiste a démontrer une propriété que 1’on suppose vraie pour tout entier naturel.
Pour cela, on commence par conjecturer une hypothése appelée "hypothese de ré-
currence", puis on proceéde & son initialisation. C’est-a-dire vérifier qu’elle est vraie
pour un certain rang. Par la suite, on vérifie son hérédité a partir de notre hypotheése,
pour montrer que la propriété est vraie pour tous les entiers naturels.

1. II} signifie le produit fini de k & n, tous deux des entiers naturels.
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Etapes :
1. Initialisation : On montre que la propriété est vraie pour un certain rang.
2. Hérédité : On raisonne sur notre propriété initiale pour retomber sur I’hypo-
these de récurrence.
3. Conclusion : On conclut en disant que la propriété est vraie pour un rang n et
est héréditaire, donc, elle est vraie pour tous les entiers naturels plus grands
que celui de l'initialisation.

2.4 Coeflicient binomial

Nous avons, a présent, tous les outils nécessaires pour bien comprendre la formule
nous permettant de calculer les coefficients binomiaux, définis pour tout entier na-
turel (N) n et pour tout entier naturel inférieur ou égal a k :

n n!
k) kl(n—k)! L
(1) = @

Cette expression représente le nombre de parties a k éléments, c’est-a-dire le nombre
de k combinaisons dans un ensemble fini & n éléments.

Cela se lit « k parmi n ».

Prenons un exemple simple avec : k =2 et n =3

3y 3
2/ 21(3-2)!
3-2-1

Et en effet, dans un ensemble a 3 éléments |a,b,c|, il y a 3 parties de deux éléments :
lab], [ac| et |bc]. En représentant notre fonction (figure |3) pour n fixé égal a 3, on
retrouve bien que (‘;) = 3.

2.4.1 Formule de Pascal

Soit n, k € N avec 0 < k < n. Nous voulons démontrer la propriété d’addition des

coefficients binomiaux. Elle nous sera utile, car c’est elle qui lie la formule (Z) au

5



3.5

0.5

F1GURE 3 — Courbe de la fonction représentant les coefficients binomiaux pour un n

G0

Nous avons vu que (k) = —k!(ﬁk)!
d’addition :

triangle de Pascal :

. Appliquons cette formule aux termes de la propriété

(3)

Examinons maintenant les termes du coté droit de la propriété d’addition :

(Z ) i) * <n k 1> s 1)!(7(;1—_111! e k!(;ln—_llz! B!

Trouvons un dénominateur commun pour additionner les deux fractions du coté
droit :

(Z:D*(n;l) B (n—l)!-k&rgn_—ll_)!k;:vjl—)!l—kJrl)

Simplifions cela :

(Z ) 1) * (n ; 1) -2 114;)!!(;1(6;)7 =5 k!(nni k) <Z)
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Cela correspond au terme du coté gauche de la propriété d’addition. Ainsi, la pro-
priété d’addition des coefficients binomiaux est démontrée. Grace a cette formule, on
peut facilement créer le triangle de Pascal.

2.4.2 'Triangle de Pascal

Comme dit en introduction, le triangle de Pascal est un moyen simple et efficace
de représenter les coefficients binomiaux. Pour le construire, on doit se servir de la

propriété (Z) = (Zj) + (n;l) démontrée ici m
Voici un exemple de triangle de Pascal incomplet :

(nfk[O[1]2]3]

0 |I1
1 1)1
2 11121
311371

Pour le compléter, on peut mettre en application directe notre formule de Pascal. On
trouve : (;’) = (;’j) + (3;1) = 3. Comme on le voit avec cette formule, pour trouver
un coefficient binomial, on additionne la premiére case dans la diagonale gauche ainsi
que celle juste au-dessus pour trouver la valeur souhaitée. Par exemple, pour trouver

facilement (3) :

ok Jo[1]2[3[4]
0 |1

1 [ 11

2 121

3 (1331

1 [1[4(6]4[1

On trouve bien 6. Dans cet exemple, la taille du triangle n’est pas trés grande, mais
on peut évidemment en construire des bien plus grands.

3 Binotme de Newton

Le binéme de Newton est une formule qui permet de calculer une expression du type
(x 4+ y)" plus simplement qu’en développant. n est un entier naturel, z et y peuvent
étre des réels, des complexes, des polynéomes ou méme des matrices carrées, si x ou



y est la matrice identité.

k=0

Formule du binéme de Newton

On voit bien ici 'utilisation des coefficients binomiaux qui serviront & dénombrer les
combinaisons des produits lors du développement de I’expression. Pour démontrer
cette formule, on peut utiliser le raisonnement par récurrence.

3.1 Démonstration

Theorem 1 (Bindme de Newton) L’ hypothése de récurrence H, au rang n € N

est : .
(a+b)" = Z (Z) akonF

k=0

PROOF Initialisation

Pour n =0, (a+b)° =1et (J)a’® =1-1-1=1, donc Hy est vraie.
Hérédité

Supposons H,, vraie pour un n € N, et montrons que H, . est vraie.
Pour commencer :

(a+b)"t = (a +b)(a+b)"

Par hypothése de récurrence :

(048! = (a+b) ”0 (1)t

Il
N
> 3
~—_
)
ol
t
o>
7
ol
+
R
> 3
~_
)
E
>
3
E
t



Faisons le changement de variable i = k+1 dans la premiére somme, puis renommons

ienk : »
n+l n kin—k+1 n kin—k+1
(a+0) _Z(k‘—l)ab —1—;(1{:)@6

k=1

Isolons le terme k = n + 1 de la premiére somme et le terme k£ = 0 de la seconde,
puis réunissons les deux sommes pour k € {1,...,n} :

pytl — n n+1p0 n n kpn—k+1 n 0pn+1
(a+b) <n)a +;(<k_1 +(,))a +{g)a

Comme (")) + () = (";), () = () et (§) = ("5") -

(a+ b)n+1 _ (Z 1 1) a0 o zn: (TLZ 1> akpn—ktl o (n-(l)- 1) aOprt

k=1

En regroupant les termes sous une méme somme, nous pouvons conclure :

n+1
1
(a+ b)n+1 _ Z (n‘]g >akbn+1k

k=0

Autrement dit, H,,; est vraie.

4 Algorithme

Voici un algorithme en pseudo-code permettant de calculer les combinaisons (Z) il
renvoie la liste des combinaisons possible, la longueur de cette liste est le résultat de

(%)

function generer_combinaisons (ensemble, k):

n = taille(ensemble)
resultat = [] // liste pour stocker toutes les
combinaisons

indices = [0] * k
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11

12

13

14

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

tant que le premier indice n’est pas superieur a (n - k):

combinaison = []

pour i de 0 a k-1 faire
ajouter ensemble[indices[i]] a combinaison

ajouter une copie de combinaison a resultat

i=k-1
tant que i >= 0 et indices[i] == n - k + i faire
i=1i-1

si i >= 0 alors

indices[i] = indices[i] + 1
pour j de i+1 a k-1 faire
indices[j] = indices[i] + j - i
fin si

retourner resultat

Listing 1 — calcul et liste des combinaisons k£ parmi n en pseudo-code

Le code suivant est un programe itératif en python, qui renvoie la valeur de (Z)

En

plus de la fonction "combinaison k par n" on a implémenté une fonction "facto-

rielle" (méme si on peut I'avoir simplement avec le module "math" de python).

def factorielle (nombre):
resultat = 1

for i in range(l, nombre + 1):
resultat *= 1

return resultat

def combinaison_k_par_n(k, n):

if k < 0 or k > n:

return O

return factorielle(n) // (factorielle(k) * factorielle(n

k))

Listing 2 — calcul de la combinaison k& parmi n en python
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Pour finir voici une fonction qui calcule la méme chose mais cette fois-si elle le fait
de mainiére récursive, donc une fonction qui s’auto appelle jusqu’a atteindre son
cas d’arrét et renvoyer la valeur souhaitée.

def kparmisn(k,n):

if k==0 or k==n:

return 1

else:

return kparmisn(k-1,n-1)+kparmisn(k,n-1)

Listing 3 — calcul de la combinaison & parmi n en python de fagon récursive

5 Conclusion

En somme nous avons pu comprendre comment représenter et utiliser le triangle
de Pascal. Cependant on s’apercoit qu'un grand nombre d’aspects mathématiques
gravitent autour de cet outil, ainsi il ne constitue pas réellement le centre de cet
article. Cette introduction au triangle de Pascal peut étre le point de départ pour
explorer plus en profondeur divers domaines mathématiques. Par exemple, 1’étude
des propriétés algébriques des coefficients binomiaux, les applications en probabilités
et statistiques, ou encore 'approfondissement des relations avec d’autres structures
combinatoires. En élargissant la portée de notre exploration, nous pourrions découvrir
de nouvelles perspectives et applications fascinantes.
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