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Introduction

Depuis les débuts des mathématiques, les nombres premiers exercent une fascination
singuliere. Briques élémentaires a partir desquelles se construisent tous les entiers, ils
occupent les mathématiciens depuis I’Antiquité : Euclide démontrait déja leur infinité, et
Eratosthéne concevait son crible pour les débusquer. Plus de deux millénaires plus tard,
ils n’ont rien perdu de leur pouvoir d’attraction.

Cette fascination tient sans doute & un contraste saisissant. Les nombres premiers se
laissent décrire par des énoncés d’une simplicité désarmante, que 'on peut formuler en une
phrase et soumettre a un enfant — et qui résistent pourtant a toute démonstration depuis
des siecles. Tout nombre pair est-il somme de deux premiers ? Existe-t-il une infinité de
premiers jumeaux, séparés de seulement deux unités ? Ces questions, énoncées il y a des
centaines d’années, demeurent aujourd’hui encore ouvertes. Rares sont les domaines ou
I’écart entre la facilité de la question et la difficulté de la réponse se révele aussi vertigineux.

Au ceoeur de ces interrogations se trouve une énigme plus fondamentale encore : celle de
la répartition des nombres premiers. A premiére vue, ils surgissent parmi les entiers de fagon
erratique, sans loi apparente; on observe des premiers tres rapprochés, puis de longues
plages désertes, sans qu’aucune regle ne semble présider a leur apparition. Comment, des
lors, prévoir leur abondance ? Notons 7(x) le nombre de premiers inférieurs ou égaux a x.
Tout le paradoxe est la : derriere ce désordre local se cache une régularité globale d’une
remarquable précision. C’est Gauss, puis Legendre, qui en formulent la premiere trace, en
conjecturant que

m(x) ~ é (x — 400).

Ce résultat, le théoréme des nombres premiers, est ’objet de ce mémoire. Conjecturé
a la fin du XVIII® siecle, il ne fut démontré qu’un siecle plus tard, au prix d'un détour
inattendu par 'analyse complexe et la fonction ¢ de Riemann. Nous en présentons la preuve
due a Newman, qui atteint ce but profond avec une économie de moyens remarquable :
apres quelques préliminaires arithmétiques et I’encadrement de Tchebychev, le passage par
la fonction ¢ et un théoreme taubérien nous conduiront a établir cette régularité longtemps

demeurée mystérieuse.



Chapitre 1

Position du probleme

1.1 Notations

Dans la suite du document nous noterons :
— & I'ensemble des nombres premiers.

— Dans tout le document la lettre p désigne toujours un nombre premier. Par exemple

au lieu de noter Y p<n on écrira simplement >,
pe

— [a, b] Uintervalle d’entier {a,--- ,b}.

— On note pour a,b € N* a | b la relation a divise b.

— Pour n € N* v,(n) la valuation p-adique de n, c’est-a-dire le plus grand entier naturel
k tel que p* | n.

— On note |A| ou Card(A) le cardinal d’un ensemble A.

— On note pour > 1 7(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x :

m(z) =Card({pe Z|p<z})= > L

p<z,pe?

— On note pour z € R, |x] I'unique entier tel que z — 1 < |z| < z.

1.2 Quelques rappels

1.2.1 Infinité de nombres premiers

1l existe une infinité de nombres premiers

Démonstration. Supposons, par ’absurde, qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres
premiers, que ’'on note

p1 <p2 < - < Dn
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Considérons alors ’entier

N =pips---pp+ 1.

Pour tout i € [1,n], on a
N=1 (mod p;).

Ainsi, aucun des nombres premiers p; ne divise N.
Or tout entier strictement supérieur a 1 admet un diviseur premier. Donc il existe un
nombre premier ¢ divisant N.

Comme aucun des p; ne divise N, on a nécessairement

q ¢ {p1,....,pn}.

On obtient donc un nombre premier distinct de tous les p;, ce qui contredit I’hypothese
selon laquelle pq, ..., p, sont les seuls nombres premiers.

Par conséquent, il existe une infinité de nombres premiers. [ |

1.2.2 Lemme de Gauss

Soient a,b,c € Z*. Si a | be et ged(a,b) =1, alors a | c.

Démonstration. Comme ged(a,b) = 1, le théoreme de Bézout fournit deux entiers u, v € Z
tels que
au+bv = 1.

En multipliant cette égalité par ¢, on obtient
acu + bcv = c.

Or a | acu trivialement, et a | bev puisque a | be par hypothese. Ainsi a divise la somme

acu + bev = ¢, ce qui prouve a | c. [

Soient m,ay,as € Z. Si ged(ar,m) = 1 et ged(az, m) = 1, alors ged(ajaz, m) = 1.

Par récurrence, un produit fini d’entiers tous premiers avec m est premier avec m.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons ged(ajaz, m) > 1. 1l existe alors
un nombre premier ¢ tel que ¢ | ajas et ¢ | m. Comme ¢ est premier et q | ajas, le lemme
de Gauss appliqué avec ged(q, aq) € {1, ¢} entraine ¢ | a; ou q | as.
— Si q | a1, alors ¢ divise a la fois a; et m, donc ged(ai, m) > g > 1, ce qui contredit
I’hypothese.

— Si q | ag, alors de méme ged(ag, m) > 1, contradiction.



Dans les deux cas on aboutit a une contradiction, donc ged(ajaz, m) = 1.

Le cas d’un produit ajas - - - a, s’en déduit immédiatement par récurrence sur r. Wl

1.2.3 Formule de Legendre

Soit p € & etn € N*. Alors la valuation p-adique de n! est donnée par

NOEDY H .

%
k>1 LP

Démonstration. On a v,(n!) = >34 v,(k).
Pour (i, k) € N* on note
1 sip'l|k
su={ P

0 sinon

Alors :

=Y Y

k=1i>1

Les sommes étant finies :

I{ € [L,n]:p" | K}

Soitne N, ke Netpe X

2
Si pk| <:> alors  p* < 2n

Démonstration. Commencons par calculer la valuation p-adique du coefficient binomial.

D’apres la formule de Legendre,

oy ((?)) = (2 200 = 3 (E—ZJ 2 L%J) | (+)



Montrons maintenant que, pour tout x € R,
|2z] — 2|z € {0,1}.

Soit donc x € R. On a :
20 — 1 < |22] < 2z,

et
r—1<|z] <=z

En multipliant la seconde inégalité par —2, on obtient :
—2x < =2|z] < -2z +2.

En additionnant les deux encadrements précédents :

—1<|2z] —2|z] < 2.

Comme

|22] — 2|x] € Z,

on en déduit :

12¢] — 2|z €] — 1,2[NZ = {0,1}.

Ainsi, chaque terme de la somme (x) vaut 0 ou 1.

Par ailleurs, la somme (x) est nulle dés que
"> 2n,

c’est-a-dire des que
kln(p) > In(2n).

Par conséquent,
L In(2n)

() 5 (5] [5))

Comme chaque terme vaut au plus 1, on obtient :
v <<2n>> < {ln(Qn)J < ln(2n)‘
n In(p) In(p)

2n
p’“!( )
n

Ainsi, si



alors

G

En multipliant par In(p) puis en exponentiant, on obtient finalement :

pF < 2n.



Chapitre 2
Le théoreme de Tchebychev

Jusqu’ici, on a défini la fonction de comptage m sans disposer d’aucune estimation de
sa taille. L’objectif de ce chapitre est d’en obtenir une : un contréle de la croissance de
7(x) par des multiples de z/In(z).

Plutot que de travailler directement avec 7, on introduit la fonction 6, somme des In(p)
pour p premier inférieur a z. Le logarithme transforme les produits de nombres premiers
en sommes, ce qui rend ¢ nettement plus maniable que 7. On verra de plus que les deux
fonctions sont liées par 1'équivalence 6(z) ~ 7(x)In(z) : estimer # revient donc & estimer
.

C’est essentiellement la démarche de Tchebychev. Vers 1850, soit pres d'un demi-siecle
avant la preuve du théoreme des nombres premiers, il fut le premier a établir rigoureusement
que 7(x) est bien de 'ordre de z/In(z) : il a montré I'existence de deux constantes a,b > 0

telles que, pour x assez grand,

Ses arguments sont entierement élémentaires et reposent sur I’étude arithmétique des
coefficients binomiaux et sur la formule de Legendre. Il a méme montré que si le quotient
7(x)/(z/In(z)) admet une limite, cette limite vaut nécessairement 1; mais I'existence de
cette limite, c’est-a-dire le théoréme des nombres premiers lui-méme, lui a échappé. Son
encadrement fixe 'ordre de grandeur, pas la constante.

Pour la suite de ce mémoire, seule la majoration 6(x) = O(x) nous sera utile : c’est elle
qui garantira, au chapitre Le théoréeme des nombres premiers, la convergence de 'intégrale

de Newman. C’est donc a cette majoration que ce chapitre est consacré.



2.1 Majoration

2.1.1 Produit des nombres premiers

Soit n € N*,

H p§<2n+1)§4n

n+2<p<2n+1

Démonstration. On part de la formule du bindome de Newton :

92nt+l _ (1+ 1)2n+1 Qnisl <2n + 1>‘
k=0 k

Tous les termes de cette somme sont positifs ; en particulier la somme est minorée par ses

deux termes centraux (2":1> et (?jf). Or, par la symétrie du coefficient binomial,

2n + 1 B 2n + 1 2n + 1
n+1) \(2n+1)—(n+1) n
g2+l 5 <2n+1) n <2n—|—1> _ 2(271—1—1)7

n n+1 n

d’oti, en divisant par 2,
<2n + 1) <oy
n
Considérons maintenant la factorisation :

<2n+1> _ (@n+1)!

n ERTICES

On en déduit

On écrit le produit des entiers de n+2 a 2n+ 1 :

(2n —|— 2ﬁ1 b — ( H p) H I

(n +1 k=n-+2 n+2<p<2n+t1 n4+2<k<2n+1
k¢t P
Ainsi,
1 | (@2n+1)! <2n + 1>
p =
n+2<p<2n+1 (” +1)!
Soit p € [n+2,2n + 1]. Alors p 1 n!, donc ged(p, n!) = 1.

Par le lemme de Gauss, on obtient :

2n+1
I »l :
n+2<p<2n+1 n



Comme ce produit est un entier positif, on en déduit :

M »< (271;1)'

n+2<p<2n+1

On peut affiner cette majoration.

Vn € N¥,
Hp<4"

p<n

Démonstration. Testons sur les premiers entiers :

Pourn=1: 1_‘[pzl<41

p<1

Pour n = 2 : Hp:2<42
p<2

Pour n = 3 : 1_[19:6<43
p<3

Soit n > 2. Supposons pour tout k € [1,n],

1_[10<4'~c

p<k

1 cas : n+ 1 est pair. Comme n+ 1> 3, n+1¢ Z. Par hypothese de récurrence :

H p:Hp<4n<4n+l

p<n+1 p<n

2° cas : n + 1 est impair. Il existe k € [1,n] tel que n+ 1 = 2k + 1. Alors,

p<n+1 p<k+1 k+2<p<2k+1

Par hypothese de récurrence et le lemme :

H P < 4k+1 . 4k — 42k+1 — 4n+1
p<n+1
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Dans tous les cas :
H P < 4n+1

p<n+1

Par récurrence on conclut. [ |

2.1.2 Majoration de 7(x)

Pour n € N*

() —n(v/)
n 2 < 4"

Démonstration. Soit n € N*. Tout premier p vérifie p > 1. Donc

IT p<]]p<4

Vvn<p<n p<n

H P > H \/ﬁ _ nﬂf(n)—;(\/ﬁ)

Vn<p<n Vn<p<n

Pour tout n € N*,n > 2

W(\/E)S\/ﬁ<m

Démonstration. Commencgons par remarquer

{pe[L,vn]} C L vn]
Donc,
m(v/n) <v/n

Soit f : [1,+oo[— R,z — zIn(z)?> —2* la fonction f est dérivable et :

Vo € [1,+o00], f'(z)=1In(x)*+2In(z) — 2z
et

In(x) 1 In(z)+1—=x

+2--2=2 <0
x

f(z) =2

Car, Vx > 0, In(z) < 2 — 1. f" est donc décroissante sur [1,+oo[ et f'(1) = =2 < 0,

donc f’ est négative sur [1, +ool, ainsi f est décroissante. Or

T

11



f(2)=2m(2)*-4<0

Donc

Vo € [2,+00[, f(z) <0

Par conséquent
Vn>2, nln(n)? <n?

Par croissance de la racine carrée sur R7.

Vvnln(n) <n

Ainsi pour tout n > 2,

Pour toutn € N*,n > 2

Démonstration. On combine les propositions 2.3 et 2.4. Soit n > 2 un entier. En appliquant

In (qui est strictement croissante sur R’ ) a I'inégalité de la proposition 2.3 :

m(n) — 7(vn)

5 In(n) < nln(4)

Donc

In(n)

m(n) < lnT(ln) (2 In(4) + 1)
Or, 2In(4) +1 < 4, donc :
() =4

12



Pour tout z > 3

In(z)

m(x) <4

Démonstration. La fonction t +— ﬁ est croissante sur |3, 4+o00[. En l'appliquant a I'inéga-

lité de la proposition 2.5, on trouve bien I'inégalité voulue. [ |

2.2 Minoration

Pour tout n € N*

Démonstration. Soit n € N*. Par le Corollaire de Legendre :

<2n> =TI »(C) < T 2n < (2n)™@

n p<2n p<2n

Pour tout n € N*

2nln(2) . nln(2)
In(2n) ~ In(2n)
Démonstration. Soit n € N*
2n1n(2) nin(2)
— = 1> ——= 2nIn(2) — In(2n) > nln(2
In(2n) ~ In(2n) = 20in(2) =In(Zn) 2 nhn(2)

<= 2nln(2) —In(2) — In(n) —nln(2) >0
<= (n—1)In(2) > In(n)

— 2"l >y

(vraie par récurrence)

Soit n € N*

13



Démonstration. On a

n — 1)
an < 2n s 2 <4 (2n —1)!
nl(n —1)!

2n —1
— 22"_1§2n< " )
n

0<k<2n—1

Pour tout n € N*

Démonstration. Par les propositions 2.7 et 2.9 :
4" 2n
< < (2n)72n)
2n — (n) < (2n)
En appliquant In (croissante) et en divisant par In(2n) > 0 :
2n1In(2)
In(2n)

nin(2) _ 2nlIn(2)
In(2n) = In(2n)

—1<7(2n)

Or, par la proposition 2.8,

Pour tout x > 3

Or,

Par croissance de 7 :

14



In(2n)

Or,

x x

C < Z

2 =3
donc

In(z —2) < In(2n) < In(z)
ainsi
1 S 1

In(2n) ~ In(x)

Donc

> >
@2 T 26 @)
Or,z>3donc3x—6>x
On a donc pour tout x > 3,
In(2) =
. <
6 In(x) — ()

2.3 Encadrement de la fonction 7

Les deux sections précédentes ont fourni séparément une majoration (Proposition
2.6) et une minoration (Proposition 2.11) de 7(z) par des multiples de z/In(x). En les
réunissant, on obtient le résultat central de ce chapitre, di a Tchebychev : la fonction de

comptage 7 est exactement de l'ordre de z/In(x).

Pour tout x > 3,

Démonstration. La majoration est exactement 1’énoncé de la Proposition 2.6, et la mino-
ration celui de la Proposition 2.11; toutes deux sont valables pour x > 3. Il suffit donc de

les juxtaposer. [ |

15



2.4 La fonction 6

Dans cette section, on s’intéresse a la fonction 6 définie par

0(x) = Z In(p).

p<z

Pour estimer la fonction 7, on préférera estimer la fonction 6 qui, grace au logarithme,

possede une structure multiplicative s’accordant bien avec la manipulation des nombres

premiers. Pour ce faire, on dispose du lemme suivant.

Pour la minoration, on restreint la somme aux nombres premiers p > x!7¢ :

f(x)=> In(p) > > In(p)

p<x zl=e<p<z
> Z ln(xl_e)
rl-e<p<zx
=(1-¢g)ln(z) > 1

rl-e<p<az

= (1-2)In(z)(r(x) — 7(a' 7)),
Estimons le terme 7(2'~). D’une part,
ﬂ,(xl—e) < zle
D’autre part, il existe une constante C' > 0 telle que, pour = assez grand,

m(x) > C

In(z)

On en déduit que
W(Il_s) = 0(7?($)>.

En reportant cette estimation dans la minoration, on obtient

0(x) > (1 —e)In(z)(m(z) - o(r(x))) ~ (1 — &) m(x) In().

16



On dispose donc de 'encadrement, valable pour tout € > 0,
(1—&)m(z)In(x) (1+0(1)) < 6(z) < w(x)In(x).
En faisant tendre ¢ — 0T, on conclut

O(x) ~ m(x)In(x).

1l existe une constante C' > 0 telle que, pour tout x > 1,
0(z) < Cux.

En particulier, 0(x) = O(x).

Démonstration. Cas z > 3. Puisque In(p) < In(z) pour tout premier p < x, on a

0(z) = > In(p) < m(z)In(z).

p<w

En appliquant la majoration de la Proposition 2.6, w(x) < 4 , on obtient

In(x)

In(x) = 4x.

Cas 1 <z < 3.Pour 1 <z < 2, la somme définissant §(z) est vide, donc 0(z) = 0 < 4z.
Pour 2 < x < 3, le seul premier < z est 2, donc 8(z) = In(2) < z < 4x.

On conclut que (z) < 4x pour tout = > 1, soit 8(z) = O(z). |
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Chapitre 3
Les théoremes de Mertens

Les deux théoremes de Mertens étudiés dans ce chapitre ne sont pas utilisés dans la
preuve du théoreme des nombres premiers, donnée au chapitre Le théoreme des nombres

premiers par la méthode de Newman. Nous avons tout de méme choisi de les traiter. Le
In(p)
p

premier, qui affirme que - <, = In(n)+0O(1), est un résultat intermédiaire classique : il
décrit déja partiellement la répartition des nombres premiers et se démontre avec des outils
élémentaires. Le second est plus parlant encore. En établissant que Zpgn% ~ In(In(n)), il
raffine le théoreme d’Euclide : on sait non seulement qu’il existe une infinité de premiers,
mais aussi a quelle vitesse la somme de leurs inverses diverge. Ces deux résultats nous
semblaient donc avoir leur place dans un document consacré a 1’asymptotique des nombres

premiers, méme s’ils restent en marge de la démonstration principale.

3.1 Premier théoreme de Mertens

Quand n — +o0 :

Démonstration. Commencons par rappeler la formule de Legendre :

NOEDY M .

%
k>1 LP

On cherche un encadrement de v,(n!). Grace a la formule de Legendre et par définition

de la partie inférieure on a clairement

e fexlslegs-

p p s o p—1

18



Le théoreme fondamental de I'arithmétique nous permet d’écrire

n! =] por™,

p<n

En passant au logarithme, on obtient :

In(n!) = > v,(n!) In(p).

p<n
En utilisant 'encadrement de v,(n!) sur cette derniere égalité on obtient

n
p—1

-n+n Z hl;?p) < ln(n!) = Z Up(n!) ln(p) < Z ln(p)

p<n p<n p<n

Afin d’obtenir la somme qui nous intéresse on peut encore majorer le terme de droite,

remarquons que :

n Z 7111(])) =0O(n)

p<n p(p - 1)
En effet, pour tout n € N* :

0< Z In(p) < Z In(p) < Z In(p)

pSn p(p - 1) p<n p pegﬂ p

In(p)
p(p—1)

On se retrouve donc avec ’encadrement :

On conclut que >, converge quand n — +00 par somme de termes positifs.

ny. In(p) +O0(n) <In(n!) <nd_ In(p) + O(n)

p<n p p<n p

et ainsi

1
It =n 3 B2 L o)
p<n p

Pour conclure on utilise la formule de Stirling qui nous donne In(n!) = nln(n) + O(n)
, donc en identifiant nln(n) + O(n) a ny,<, % + O(n) et en divisant par n on arrive

finalement &

19



3.2 Deuxiéme théoréeme de Mertens

Quand n — +o00

Alors

3 3 In(p) 1 1

1
v Zoop W) Sk

Ou ay, — ap—; vaut
In(k)
Ak — Ag-1 = k
0 sinon.

sike P2,

Cette manipulation permet de faire intervenir une somme ne portant plus directement

sur les nombres premiers. En appliquant alors la transformation d’Abel, on obtient

1 ag ag—1 1 1
=2 () (@~ @) = 2 (k) In(k—1) @ (ln(k’ 1) 1n(k)>

terme correctif

En mettant au méme dénominateur, puis en isolant le premier terme de la somme, on
obtient

a n(1+1%)
o) T2 B 1];(@'

2<k<n—1

D’apres le premier théoreme de Mertens, on sait que
ar ~ In(k).
Posons alors

b — In (1 + %) .
In(k + 1) In(k)

Par développement limité,

1 1
In (1 + E) ~ In(k +1) ~ In(k),

20



d’ou

1
AP —
" kI (k)
Ainsi,
1 1
by, ~ In(k) - _ _
ab ~ k) - e = R
On a donc

Z 1 — lnagl) —+ Z akbk.

p<n p 2<k<n—1
Comme a,, ~ In(n), on a
an
— 1
In(n) ’
et en particulier
a
- =0(1).
In(n) (1)
Par conséquent,
1 1 1
-=0(1)+ +0 .
;1 p 2<1§1—1 kn(k) (2</§1_1 k ln(k))
Enfin, par comparaison série-intégrale,
> o [ dt = In(n(2); ~ In(n(n)
71715 n oo = [In{n ~ In(n(n)).
2<k<n—1 kn(k) e tIn(t) 2
Finalement,
1
> — ~In(In(n)).
p<n
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Chapitre 4

Le théoreme des nombres premiers

4.1 Histoire et stratégie

Dans ce chapitre, on cherche a démontrer le fameux théoreme des nombres premiers.

X

()

z—too In(z)

Ce résultat avait été conjecturé des la fin du XVIII® siecle par Gauss et Legendre, a
partir de 1'observation de tables de nombres premiers. Tchebychev a montré vers 1850
que 7(z) est bien de l'ordre de z/In(z), mais sans parvenir a ’équivalence. Le théoreme
n’a finalement été démontré qu’en 1896, indépendamment par Hadamard et de la Vallée
Poussin, a l'aide de la fonction ¢ de Riemann.

Il existe aujourd’hui plusieurs démonstrations de ce théoreme. Les preuves originales
de 1896 reposent sur ’analyse complexe et demandent des estimations assez techniques
sur les zéros de (. En 1949, Erdos et Selberg en ont donné une preuve dite élémentaire,
qui n’utilise pas ’analyse complexe, mais qui est en contrepartie longue et calculatoire.
Nous avons choisi de présenter une troisieme voie, due a Newman (1980) : elle fait elle
aussi appel a I’analyse complexe, mais n’en utilise que des outils simples, pour I’essentiel le
théoreme de Cauchy. C’est, a notre sens, la démonstration la plus adaptée a un mémoire
de licence : elle reste courte tout en évitant les estimations délicates des preuves de 1896.

L’idée est de ne pas travailler directement avec mw, mais avec la fonction 6 introduite
au chapitre Le théoreme de Tchebychev. On établit d’abord que ’équivalence 6(z) ~ x
entraine le théoreme des nombres premiers. On ramene ensuite cette équivalence a la

convergence d’une intégrale, que 1’on relie enfin a la fonction ¢ pour conclure.
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4.2 Le lemme de Newman

La stratégie adoptée consiste a ramener le théoréeme des nombres premiers a un énoncé
portant sur la seule fonction §. Deux résultats établis au chapitre 2 interviennent de fagon

essentielle dans cette démarche ; nous les rappelons ici.

Le premier relie 0 et 7.

0(z) o 7(x) In(z).
C’est ce lemme qui ramene tout le probleme a la fonction 6 : si I'on établit 1’équivalence
O(x) ~ x, alors

m(x)In(z) ~ O(x) ~ z,

et donc 7(x) ~ x/In(x). L’essentiel de ce chapitre est par conséquent consacré a la preuve
de I'équivalence 0(z) ~ .

Le second résultat fournit un controle de la croissance de 6. Il n’intervient pas dans
I'implication ci-dessus, mais plus loin dans le chapitre : ¢’est lui qui assurera la convergence

de l'intégrale de Newman, c’est-a-dire 'hypotheése du lemme central énoncé ci-dessous.

Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout x > 1,

O(z) < Cux.

Ces deux rappels en main, nous pouvons énoncer le résultat clé de ce chapitre, di a

Newman.

Si

converge, alors

too f(x) —x

5 dx converge, et montrons que
T

Démonstration. Supposons que /
1

x, c’est-a-dire — —— 1.

0(x
Raisonnons par ’absurde en supposant que Q ne tend pas vers 1. Il existe alors
x
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e > 0 tel que

0
VN >0, dx > N tel que ‘m—l‘Za
x

On peut donc construire une suite (x,,), telle que z,, — 400 et

-1

> € pour tout n.
Tn

‘Q(In)

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que 'une des deux conditions suivantes

est réalisée pour tout n € N :

0
— Casl:ﬂ—lzg, soit 6(z,) > (14 ¢€)xy;

Tn

0
— Cas 2: (Za) _ 1 < —¢, soit O(z,) < (1 — &)y,
Tn

Cas 1. L’intégrale convergeant, le critere de Cauchy donne

(1+e)zn _ (1+e)zn _ Tn _
/ Q(x)xda;:/ Q(x)xdx—/ b(z) xd:c > 0.
T 1 1

" 1;2 1;2 ;pQ n—-+00

Or 6 est croissante, donc pour tout x € [z, (1+¢)x,] ona O(x) > 0(z,) > (14 &)x,. Ainsi

(14+e)zn — (1+€)zn —
/ 0(x) xdxz/ 0(z,) z

n x? n x?
(1+€)zn _
Z/ ) —(14‘5);371 T dx
Tn xr
(1+¢) L L In(1+¢)
= ey | —— ———]—-In €
r, (1+e¢)x,

= ((1+5)—1)—ln(1+5)
=ec—In(l+¢) > 0.

On obtient une contradiction : la méme intégrale tend vers 0 tout en restant minorée par

la constante strictement positive € — In(1 + ¢). Le cas 1 est donc impossible.
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Cas 2. De méme, 0 étant croissante, pour tout z € [(1 — €)x,,x,]) on a §(z) < 0(x,) <

(1 —¢)zy,, dou

Tn O(x) —x Tn O(x,) —x
L — < - 7
/( > dx /( dx

1—¢&)zn T J(1—e)zn x2
<[ U=enzr,,
(1—e)zn X

(1), (u—ls)xn - ;) Fn(1 — e)

=(1-(1-2)+In(1-¢)
=c+In(l—¢) <0.

La encore, le critere de Cauchy donne

/(In O(z) —x e 0.

1—¢&)zn 1'2 n—-+00

ce qui contredit la majoration par la constante strictement négative € + In(1 — ¢). Le cas 2

est donc lui aussi impossible.

Conclusion. Les deux cas étant exclus, I’hypothese de 'absurde est fausse. On a donc

bien

4.3 Lien entre ( et I'intégrale de Newman

Dans cette section, nous relions l'intégrale de Newman

/1+°° O(z) —x e

xl—l—s

a la fonction ¢ de Riemann. Puisque 0(z) = O(z), on a 6(z) — x = O(x), donc

=0 (x_%(s)> ,

x1+s

‘9@)—1‘

ce qui assure la convergence de 'intégrale pour $(s) > 1.

Rappelons le produit eulérien et sa dérivée logarithmique :

(o) =Tt =3 7

S l—p® ¢ =1
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On développe (z) = >, Inp et on échange somme et intégrale par le théoreme de
Fubini :

“+00 0(1') — X “+00 1 —+00 dm
/1 JReEE] dx :/1 s+l Zlnpdx—/l s

x p<z xs
too 1 T oo
:/1 xS+1Zlan[p7+oo[(x)d$— L—SL
Fubml +oo dx 1
Zl p/ st s 1
B Inp 1
— —

!/
En multipliant par s puis en ajoutant =-(s), on obtient :

¢

¢ +oo f(x) — lnp In 1
R R e I3

p
1
s ps_1

p—l)

1
Posons Y (s) = _nr Cette série converge absolument pour R(s) > %, donc 1)
2

(- 1)
est holomorphe sur ce demi-plan. On peut ainsi réécrire :
C’ 1 ‘oo f(z) — x

Il reste a montrer que le membre de gauche est holomorphe en s = 1. La fonction ( a

un pole simple en s = 1, de développement de Laurent

C(S):Sil‘f‘ao-f—al(s—l)—i-”', ('(s) = s+ap 4
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En multipliant numérateur et dénominateur par (s — 1), on calcule :

o)z —trals =17+
" (s=1)4ap(s—1)2+---
1 [(—l+a(s—1)2+--
T s—1\ l+ag(s—1)+---
= f(s)
1
= 7 + fonction holomorphe,
s_
ou f est holomorphe au voisinage de s =1 (avec f(1) = —1). Ainsi
¢ 1
Z(S) * s—1

est holomorphe en s = 1. Puisque ¢ U'est aussi pour R(s) > %, le membre de gauche est
holomorphe en s = 1.
Les seuls points susceptibles de faire diverger cette expression sont donc les zéros de (

sur la droite R(s) = 1. On veut montrer que ¢ n’en posséde aucun, autrement dit :

VteR*, ((1+it) #£0.

4.4 Non annulation de Zéta

La démonstration du résultat énoncé ci-dessus passe par un lemme

Pour tout o € |1, +o0[ et tout t € R¥,

¢(0)* (o +it)* (o +2it)| = 1.

Démonstration. Soit o € |1,4+o00[ et t € R*.

On sait, par la formule d’Euler, que

1
(0 =T
N 1
C(o+1it) = 1;[ o
. 1
((o +2it) = 1;[ 1— po-2it’
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ces trois produits étant licites car R(o) = R(o + it) = (o + 2it) = o > 1. D’ou

C(U)?’ C(o+ it)4 C(o+ 2it) = H (= p )P (- p—i—it)4 (1= p—a—Zit)’

Soit p un nombre premier. Le module du produit ci-dessus valant [], 1/ ‘(1 —p7)3(1 —

p o741 — p=72%)| et un produit de réels > 1 étant > 1, il suffit de montrer que

(=P (L= p ) (1 —p )

<1. (%)
Posons n = p~7; alors 0 <n < 1 car p > 2 et o > 1. Posons aussi ¢ = —tIn(p), qui
appartient & R* car t # 0 et p # 1. Comme p~7~% = n e et p~ 72 = n e (x) équivaut
a
(1= n)*(1 = ne)'(1 —ne?)| < 1,

qui équivaut, par croissance de In sur RY, a
3In|1 —n|+4In|1 —ne”| +In|l —ne*?| <O0.

On note, pour tout v € C tel que |y| < 1,
Ll—v)=-

La fonction L est un logarithme, au sens ou exp (L(l — 7)) =1 —~ pour tout |y| < 1. En

effet, pour un tel 7,
1 —~| = ’eXp(L(l—fy))‘ :exp(éﬁL(l—fy)), donc In|l—~]=RL(1—7).
Comme n < 1, on peut appliquer ceci a n, ne® et ne?¢; ainsi () équivaut a
R(3L(1—n)+4L(1 - ne) + L(1 — ne*?)) <0.

En développant L en série, () équivaut a

> 4 .
§R(— > %(Bnm + 4(ne'?)™ + (neQ’“”)m)) <0,

m=1

soit, en prenant la partie réelle,

+oo m
-3 %(3 + 4 cos(myp) + COS(ngO)) <0.
m=1
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Or, pour tout * € R, cos(2x) = 2cos?(z) — 1; (%) équivaut donc a

+oo ,,m

2 2—31 % (1 + 2 cos(my) + cosz(mgo)) >0,

c’est-a-dire
—+o00 m

Z %(1 + Cos(mgp))2 > 0.

m=1
Cette derniere inégalité est vérifiée, ses termes étant tous positifs. En remontant les

équivalences, on obtient le lemme. [ |

Pour tout t € R*, on a ((1+1dt) # 0.

Démonstration. Utilisons le lemme 4.5 et raisonnons par 1’absurde : supposons qu’il existe
t € R* tel que ((1 +it) =0.
Fixons un tel ¢ et estimons, lorsque o — 1%, les trois facteurs du produit du lemme.

On rappelle que ¢ est holomorphe sur C \ {1}, avec un pdle simple en s = 1.

1
— Facteur ((o0). Le pole étant simple, ((0) = 1 + O(1), donc
0‘ p—

(o) o1t O(O’ i 1) '

— Facteur ((o + it). Comme t # 0, le point 1 + it est distinct de 1, donc ¢ y est
holomorphe ; par hypothese elle s’y annule, son développement en ce point commence

donc au moins a 'ordre 1 :

(A +it+2) = O(2).

z—r

En particulier, pour o — 1T,

Clo+it)=¢(1+it+(c—1) = O(c—1).

o—1t

— Facteur ((o + 2it). Comme t # 0, le point 1 + 2it est lui aussi distinct de 1, donc ¢

y est holomorphe, donc bornée au voisinage :

C(o+2it) =_O(1).

o—1
En élevant ces estimations aux puissances voulues et en les multipliant,

() o +it) o+ 2it)| = o(ﬁ) O((c = 1)*)-0(1) =0(0 - 1),

o—1t
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Le membre de gauche tend donc vers 0 lorsque o — 17. Or, d’apres le lemme 4.5, il
est minoré par 1 pour tout ¢ > 1 : c’est une contradiction.

Il n’existe donc aucun t € R* tel que (1 + it) = 0, ce qui établit le théoreme. [ |

On introduit la fonction de Newman N, définie pour s € C tel que R(s) > 1 par

N(s) = /1+OO G(x)——xdx‘

$S+1

O(r) —x

CCS_H

La fonction N définie sur {z € C | R(z) > 1} se prolonge en une fonction holomorphe

L’intégrale converge sur ce demi-plan car #(x) = O(z) entraine

= O(x_%(s)).

sur ["ouvert
Q’zQﬂ{zEC‘%(2)>%}

ou Q={z€C|((z) #0}U{l}.

Démonstration. {z € C| ((z) # 0} est ouvert et ¢ ne s’annule pas au voisinage de 1, donc
Q) est ouvert. Par intersection d’ouverts, 2’ est ouvert.
Pour tout s € C tel que R(s) > 1:

Par le théoréme 4.6 :
{zeC|R()>1}

¢(s) 1
((s) * s—1

too f(x) — o
On conclut que s — / —( ) dx se prolonge.
1 rstl

/1*“9(2_;%95:_% (%+i+¢<s>+1),

on conclut. [

et s ——

est holomorphe sur Q' et s — 1(s) + 1 également.

Comme

4.5 Théoreme taubérien de Newman

Toute la stratégie du chapitre repose, en dernier lieu, sur un résultat d’analyse complexe
di a Newman, que 'on appelle parfois théoréme analytique ou théoréeme taubérien. 11
transforme une information de nature holomorphe (le prolongement d’une transformée de

Laplace au-dela de son demi-plan de convergence) en une information de nature analytique
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réelle (la convergence d’une intégrale). Appliqué a la fonction 6, c’est lui qui fournira la

convergence de 'intégrale de Newman, et donc, par le lemme 4.4, I’équivalence 0(x) ~ x.

Soit f : [0,400[— R une fonction bornée et localement intégrable. On pose, pour

R(s) >0,
gs)= [ F®ea

On suppose que g se prolonge en une fonction holomorphe sur un ouvert Q contenant
le demi-plan fermé {R(s) > 0}. Alors l'intégrale

/ " r)dt

converge, et sa valeur est g(0).
Démonstration. Notations. On note
M =sup|f(t)| < 400,
>0
qui est fini car f est bornée. Pour A > 0, on introduit la troncature

h(s) = /0 Y F) et

Pour chaque X\ fixé, la fonction h est entiére (intégrale sur un segment d’une fonction
entiere de s), tandis que g n’est holomorphe que sur §2. Montrer le théoreme revient a

établir que

A
ho) = [" f(t)dt —— 9(0).

A——+00

Le contour. Soit R > 0 et soit € > 0 (que I'on choisira plus loin assez petit). On consideére

le bord orienté C' = C. g de la région
{zG(C szl <R et R(z) > —8},
parcouru dans le sens trigonométrique, et on le découpe en
C=C,ucC_,
ou Cy = CN{R(z) > 0} est le demi-cercle de droite |z| = R, R(z) > 0, et C_ =

C'N{R(z) <0} est la partie gauche (deux arcs de cercle complétés par le segment vertical

R(z) = —e).
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La fonction g — h étant holomorphe a U'intérieur de C' et sur C' (pourvu que € soit assez
petit pour que C' reste dans ), la formule intégrale de Cauchy, appliquée au point 0 avec

le noyau auxiliaire e’\z(é + é) (régulier sur C' et de résidu 1 en 0), donne

1 z
: _ o Az = s
2i(9(0) — 1(0)) = [ (92) — h()) e (Z 4 R2) dz.
Le facteur %, qui s’annule en 0 et ne modifie donc pas le résidu, est 'astuce de Newman :
sur le cercle |z] = R on a % + &| = |5#| = 2‘2(5)', ce qui rend le noyau petit 1a ou f est

mal controlée. Pour alléger, on pose

u) =) (5 ) = (),

et 'on note x = R(z) dans toute la suite.

Majoration sur C';,. On majore u — v sur le demi-cercle de droite Cy = {|z| = R, = > 0}.
Pour un tel z, on a 2z = R?, donc
1 z

7_’_7
z R?

2x

= 7

z z

n z+z
2z R2

RQ

Par ailleurs, en revenant aux intégrales définissant g et h,

9(:) — hie)l = | [ e al < M [ Fema =Moo (1),

x
En multipliant par |e**| = e** et par le module du noyau,

M _,, . 2x 2M
\(U—U)(Z)fﬁge et T @

D’ou, C étant de longueur ¢(C,) = 7R,

L+(u—v)

oM M
< UCy) max|(u—v)(2)] S TR 5 = 7TR .
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On a donc

/C+(u—v)(z) dz| < 27;?/[ (4.1)

Majoration de [ u. Comme u(z) = e**h(z) (i + %) et que h est entiere, la fonction u

est holomorphe sur C*. On peut donc déformer C_ en le demi-cercle gauche
CL:{|Z|:R, xSO},

ils sont homotopes dans C*. Donc

On va majorer |u(z)| sur C”.. Soit z € C".. Comme = = R(z) < 0,

by A e—tm €—>\$ -1
h(z)] = / F(t) et at| < / Metdt = M l ] —ME " >0,

0 0 =an —x

Finalement,
-z -z
Az e —111 2| sea,€ 11 z
) < 1) M = | | = e |

Comme on est sur C”_, 2z = R?, donc |1 + | = |55| = 75, et

e
|U(Z)|§M_7x'6 T T

—Ar__q g —2x %(1 B e)m) 2M

la derniere inégalité venant de 0 < 1 — e < 1 pour < 0. La longueur de C”_ valant 7R,
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on a donc

/_ u(z)dz

Majoration de [~ v. Cette fois, g n’étant holomorphe que sur {2, on ne peut pas raisonner

2M 27 M
<L(CL) x max lu(z)] = 7R x =R (4.2)

/C/ u(z)dz

par homotopie. Pour tout R > 0, il existe ag > 0 tel que
[—ar, 0] X [-R, R] C €,
donc il existe G(R) > 0 tel que
Vz € [—ag,0] x [-R, R], l9(2)] < G(R)

(g étant continue sur ce compact). On suppose désormais 0 < ¢ < ag et 'on découpe C_
en trois morceaux : le segment vertical S d’abscisse (z) = —¢, et les deux arcs Cp, Cy du
cercle |z| = R qui le relient & 1’axe imaginaire.

Sur S.Siz € S, alors z = —¢, donc [e**| = e, |g(2)] < G(R), et E-I—ﬁ
1+ & puisque € < |z| < R. Ainsi

<H+E<

|2l

Az Lz e (1 1)
= — — < —_ e
W] = [ lg() | + o] < e G2+ ).

et comme /(S) < 2R,

/Sv(z)dz

Sur Cy et Cy. Si z est sur I'un de ces arcs, 2| = R et —e < 2 <0, donc |e**] = M < 1,

—Xe 1 1) (R ) —Ae
< ((S) x max |o(2)| < 2Re <%m(é+R <2G(R)(Z 1) e

19(2)] < G(R), et, comme a I'étape @, |1 + | = |ZF| = 72 < %. Do
. 2e 3

0(2)| < M G(R) 5 < 2G(R) =,

puis, chaque arc étant de longueur au plus 7R,
€ e T € ‘
[%M@dz§2GUDR2xﬂCﬁg2GUﬂ}p-2R§2GGDR (i=1,2).
En regroupant les deux arcs et le segment,
R e €
/ v(z)dz| < 2G(R){(€+1>e +§ ~2} (4.3)

inégalité valable pour tout R > 0 et tout 0 < ¢ < ap.
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Conclusion. En séparant les chemins dans 'identité de Cauchy,

2mi(9(0) — h(0)) :/(JE’R(U—U):/Q(@L—UH Ciu—/iv

En prenant les modules et en utilisant (4.1), (4.2) et (4.3),

27(9(0) — h(0))| < 47;{” 4+ 2G(R) [4 =+ (R 4 1) e)‘s] |
by
Avec h(0) = /0 f(t)dt, en divisant par 27,

‘/OAf(t)dt—g(O)‘ < 2?%4+ GSTR)P;JF (R+1) eﬂ.

Soit 7 > 0. On prend R > 0 tel que

[\]

M
R

w3

puis on prend € €]0, ag[ tel que

(R et G(R) étant désormais fixés). Alors

G(R)

™

R
( + 1) e ——— 0.
£ A—+00

Donc pour A assez grand, disons A > Ag, ce dernier terme est < 1. On a donc, pour tout

A Z )\07
n.on., n
t)dt — <1414 L=y
|/ 9O <33 Tg=m
Donc \
/0 f(t)dt mg(o)
A
c’est-a-dire / f(t)dt converge. |
0

4.6 Démonstration du théoréme des nombres premiers

On peut désormais mettre bout a bout tous les résultats démontrés jusqu’a présent

pour démontrer le théoréme des nombres premiers
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Démonstration. On rappelle, grace au théoreme 4.7 de prolongement de N, que

+o0 _ +00
N:s— / bla) —@ dr = / (Q(Gt)e_t - 1) et g
1 0

l.s+1

se prolonge en une fonction holomorphe sur un ouvert 2 O {z € C | ®(z) > 1}.

Donc :

g(z) = /;oo («9(et)e_t - 1) e 7 dt

est définie sur {R(z) > 0} et se prolonge en une fonction holomorphe sur Q' O {z €
C|R(z) >0}, et f:t— O(e')e " — 1 est bornée car 6(z) = O(z) d’apres le lemme 2.14.

Donc le théoreme taubérien 4.8 s’applique et donne la convergence de

/ " ryde = / (oetet 1) at

Avec le changement de variables x = e’ on a dr = z dt, ainsi

too f(x) —

x
dx converge.
22

+oo
/ (Q(et)e_t - 1) dt converge <= /
0 1

Par le Lemme de Newman, on a donc

O(x) ~ x,

et par le lemme 2.13 : 6(z) ~ 7(z) In(z), on a alors
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Conclusion

Au terme de ce mémoire, nous avons démontré le théoreme des nombres premiers :

m(x) ~ T (x = +00).
Inx

La stratégie adoptée n’a pas consisté a étudier 7 directement, mais a passer par la
fonction auxiliaire 8, somme des Inp sur les premiers p < z. Le logarithme transforme les
produits de nombres premiers en sommes, ce qui rend 6 nettement plus maniable que 7,
tandis que 1’équivalence 0(x) ~ 7(x) In z garantit qu’estimer 1'une revient a estimer I'autre.
Tout le travail s’est donc reporté sur la fonction 6.

Le chapitre consacré a Tchebychev nous a d’abord fourni un encadrement de 7 (x)
par des multiples de x/Inz, obtenu par des moyens entierement élémentaires : étude
arithmétique des coefficients binomiaux et formule de Legendre. De cet encadrement, nous
n’avons retenu pour la suite que la majoration §(z) = O(x), qui s’est révélée étre le seul
ingrédient réellement nécessaire a la preuve finale.

Le cceur de la démonstration a ensuite reposé sur ’analyse complexe, dans la version
économe due a Newman. L’idée maitresse est de relier la fonction 6 a la fonction ¢ de
Riemann. Deux résultats se sont avérés décisifs : la non-annulation de ¢ sur la droite
R(s) = 1, et un théoreme taubérien qui transforme une information de nature holomorphe
en la convergence d’'une intégrale réelle. De cette convergence, le lemme de Newman a
déduit I'équivalence 0(x) ~ z, dont découle aussitot le théoreme des nombres premiers.
Cette approche, qui n’utilise de ’analyse complexe que ses outils les plus simples, nous a
paru particulierement adaptée a un mémoire de licence : elle atteint un résultat profond
sans recourir aux estimations délicates des preuves historiques de 1896.

Au-dela de la preuve elle-méme, ce travail met en lumieére une idée centrale de la
théorie analytique des nombres : la répartition des nombres premiers est gouvernée par le
comportement de la fonction ¢. Nous n’en avons exploité qu'une infime partie, a savoir
sa non-annulation sur une seule droite. Une étude plus fine de la localisation de ses zéros
permettrait de préciser la vitesse de convergence, question intimement liée a 'hypothese de
Riemann, qui demeure aujourd’hui I'un des grands problemes ouverts des mathématiques.
Le théoreme établi dans ce mémoire n’est donc pas un aboutissement, mais une premiere

porte ouverte sur un domaine encore largement actif.
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